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Аннотация. Рассматривается разработка математической модели оптимального вырожденного непрерывно-
дискретного оценивания состояния линейной системы управления автономным необитаемым подводным аппара-
том (АНПА) при наличии точных и зашумленных измерений. Важность разработки предложенного подхода за-
ключается в возможности его применения в навигационно-управляющих системах АНПА, функционирующих в 
условиях непостоянной доступности точных навигационных средств под водой. Формулируется математическая 
постановка задачи вырожденного непрерывно-дискретного оценивания на базе применения непрерывно-
дискретного фильтра Калмана с учетом особенностей вырожденного случая. Путем сведения задачи вырожденно-
го непрерывно-дискретного оценивания состояния АНПА к задаче оптимального детерминированного управления 
с вырожденным квадратическим критерием получено решение исходной задачи при помощи принципа двой-
ственности. Разработана комплексная модель системы навигации АНПА, использующая комбинированную ин-
формацию от непрерывных датчиков (инерциальная навигационная система) и дискретных измерений (спутнико-
вая система навигации, гидроакустическая система навигации). Приведены результаты численного моделирова-
ния, показывающие возможность повышения точности оценки состояния за счет использования всех доступных 
измерений. Рассмотрен случай, когда ковариационная матрица шума измерений является вырожденной, что поз-
воляет применить специальные методы синтеза оптимального стохастического наблюдателя. Использование вы-
рожденности матрицы шумов существенно снижает порядок динамической части оценщика и потенциально со-
кращает вычислительные затраты на реализацию алгоритма на 25–30 %. Показано, что в практических навигаци-
онных системах АНПА вырожденность матрицы интенсивностей шумов измерений возникает естественным об-
разом, при использовании датчиков различной точности. Полученные результаты применимы к системам управ-
ления конечного состояния с терминальными условиями и могут быть обобщены на нелинейные системы. 

Ключевые слова: вырожденное оценивание, непрерывно-дискретный фильтр Калмана, автономный необита-
емый подводный аппарат, навигация, оптимальный наблюдатель, вырожденная матрица шумов 
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Abstract. The article is devoted to the development of a mathematical model for optimal degenerate continuous-
discrete estimation of the state of a linear control system for an autonomous unmanned underwater vehicle (AUUV) in 
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the presence of accurate and noisy measurements. The relevance of the proposed approach lies in the possibility of its 
application in navigation and control systems of AUUV operating in conditions of unstable availability of accurate 
navigation aids underwater. The article formulates a mathematical formulation of the problem of degenerated continu-
ous-discrete estimation based on the use of a continuous-discrete Kalman filter, taking into account the features of the 
degenerated case. By reducing the problem of a degenerate continuous-discrete estimation of the state of AUUV to the 
problem of optimal deterministic control with a degenerated quadratic criterion, a solution to the original problem us-
ing the duality principle is obtained. A comprehensive model of the AUUV navigation system has been developed us-
ing combined information from continuous sensors (inertial navigation system) and discrete measurements (satellite 
navigation system, hydroacoustic navigation system). The results of numerical modeling are presented, showing the 
possibility of state estimation accuracy by using all available measurements. The case is considered when the matrix 
of measurement noise intensities is degenerate, which makes it possible to apply special synthesis methods for an op-
timal stochastic observer. Using the degeneracy of the noise matrix significantly reduces the order of the dynamic part 
of the estimator and potentially reduces the computational cost of implementing the algorithm by 25-30%. It is shown 
that in practical AUUV navigation systems, the degeneracy of the measurement noise intensity matrix occurs naturally 
when using sensors of varying accuracy. The results obtained are applicable to finite state control systems with termi-
nal conditions and can be generalized to nonlinear systems. 

Keywords: degenerate estimation, continuous-discrete Kalman filter, autonomous unmanned underwater vehicle, 
navigation, optimal observer, degenerated noise matrix 
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Введение 
Современный этап развития автономных необи-

таемых подводных аппаратов (АНПА) характеризу-
ется ужесточением требований к точности их дви-
жения, прежде всего к допустимым отклонениям от 
заданной траектории. Это обуславливает необходи-
мость повышения точности определения координат 
АНПА и приводит к использованию нескольких из-
мерительных каналов одновременно [1]. В настоя-
щее время широкое распространение получили ком-
плексные методы навигации, основанные на объеди-
нении и оптимальной обработке информации, по-
ступающей от различных непрерывных и дискрет-
ных источников навигационных данных [2–5]: инер-
циальной навигационной системы (ИНС), спутнико-
вой системы навигации (ССН) и т. д. Оптимальное 
определение положения АНПА должно базировать-
ся на совместной обработке всех доступных измере-
ний, а не на раздельном использовании отдельных 
подсистем. 

Эффективным инструментом решения задач 
комплексирования измерительной информации яв-
ляется фильтр Калмана [6–10], однако его примене-
ние в рассматриваемых задачах усложняется тем, 
что используемые измерительные средства могут 
функционировать как в непрерывном, так и в дис-
кретном режимах времени [11]. 

Задачи комплексирования непрерывных и дис-
кретных измерительных каналов естественным об-
разом возникают в классе нестационарных систем 
управления конечным состоянием [12], отличитель-
ной особенностью которых является наличие терми-
нальных условий. Для таких систем задача опти-
мальной непрерывно-дискретной фильтрации приво- 

дит к построению непрерывно-дискретного фильтра 
Калмана, который представляет собой динамиче-
скую систему, принимающую на вход непрерывные 
и дискретные измерения, а также известные управ-
ляющие воздействия, и формирующую на выходе 
оптимальную оценку вектора состояния исходной 
системы. В классической теории линейной опти-
мальной фильтрации предполагается, что шумы  
в каналах измерения являются белыми гауссовски-
ми случайными процессами с невырожденными 
матрицами интенсивностей [13]. На практике воз-
никают ситуации, когда точность отдельных изме-
рительных каналов значительно превышает точ-
ность остальных, и влиянием шумов в таких кана-
лах можно пренебречь. В этом случае возникает 
необходимость построения оценки состояния по 
измерениям с вырожденной матрицей интенсивно-
стей шумов [14, 15]. Решение данной задачи приво-
дит к синтезу оптимального наблюдателя, характер-
ной особенностью которого является уменьшение 
порядка динамической части оценщика по сравне-
нию с порядком исходной системы [16]. Это позво-
ляет не только корректно учитывать наличие точ-
ных измерений, но и снижать вычислительные за-
траты при реализации алгоритма оценивания. 

Целью статьи является разработка математиче-
ской модели оптимальной вырожденной непрерыв-
но-дискретной оценки состояния линейной системы 
управления АНПА в условиях совмещенного ис-
пользования точных и зашумленных измерений, 
позволяющей снизить вычислительные затраты и по- 
высить точность навигации по сравнению с приме-
нением только непрерывных измерений. 
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Задача вырожденного непрерывно-дискретно- 

го оценивания 
Модель  непрерывно-дискретной  системы   при  

действии случайных возмущений представляется 
системой непрерывно-дискретных уравнений со 
скачками 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,  H H H H

k kx t A t x t B t u t w t t t t += + + < <ɺ ;                                           (1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 ,  θg g g g

k k kx t A k x t B k u k w k t+ = − + + ∈ ;                                       (2) 

( )0 0 0 0 ,  , ,fx t x t t t − = ∈                                                                    
(3) 

где ( )  nx t ∈R  – вектор состояния; ( ) ,
HH ru t ∈R

( )
g

g ru k ∈R  – векторы детерминированных непре-

рывных и дискретных управляющих воздействий; 

( ) , Hw t  ( )gw k  – векторы непрерывных и дискрет-

ных случайных возмущений, которые центрирова-
ны, некоррелированы между собой и вектором 

начального состояния; ( ) ,HA t ( ) ,HB t ( ) ,gA k ( )gB k – 

известные матричные функции 

( ) [ ] { }max : ,  θ ,
i i

k k t t i t t t= = = < ∈           (4) 

где { ( ) }1 2 1θ , , , inf µ 0i it t t t+= … − ≥ >  – множество 

моментов времени. 
Предполагается, что вектор состояния x(t)  

измеряется на всем рассматриваемом интервале  

и в дискретные моменты θkt ∈ . Векторы непре-

рывных и дискретных измерений определяются 
соотношениями 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

ν ;

0 ν ,

H H H

g g g

k

y t C t x t t

y k C k x t k

= +

= + +
            (5) 

где ( ) ( ),  это ,   H g H gy t y k m m−  – мерные векторы 

непрерывных и дискретных измерений соответ-

ственно; ( ) ( )ν , νH gt k  – векторы ошибок (шумов) 

измерений, которые являются случайными процес-
сами и последовательностями типа гауссового бе-

лого шума; ( ) ( ),  H gC t C k  – известные матрицы 

измерений. 
Если часть непрерывных и дискретных измере-

ний осуществляется точно, то уравнения непрерыв-
ных измерений могут быть представлены в виде 

( ) ( ) ( )1 1

H Hy t C t x t= ;                       (6) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2νH H Hy t C t x t t= + ,                  (7) 

где ( ) ( )1 2 1 2
,  это ,    H H H Hy t y t m m−  – мерные векторы 

точных и зашумленных измерений соответственно; 

( )2νH t  – случайный процесс типа белого шума с из-

вестными ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 22ν 0,  ν  ν τ δ τ  
TH H H H

E t E t R t t   = = −    , 

причем матрица интенсивностей ( )22

HR t  предпола-

гается невырожденной; ( ) ( )1 2
, H HC t C t  – известные 

матричные функции времени, причем матрица 

( )1

HC t  имеет полный ранг на всем интервале рас-

смотрения системы [t0, tf] и непрерывную вторую 
производную по t.  

Дискретные измерения, производимые в мо-
менты tk ∈  θ, удовлетворяют уравнениям 

( ) ( ) ( )1 1
0 ;

g g

k
y k C k x t= +                     (8) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 20 ,g g g

ky k C k x t v k= + +               (9) 

где ( ) ( )1 2

1 2
 ,  

g g
m mg gy k y k∈ ∈R R  – векторы точных и за- 

шумленных дискретных измерений; ( )2

gv k – белый 

шум с известными ( )2ν 0,  gE k  =   ( ) ( )2 2ν  ν
Tg gE k i  = 

( )22 δ
g

kiR k= , причем матрица ( )22

g
R k  предполага-

ется невырожденной; ( ) ( )1 2
,  g gC k C k  – известные 

матричные функции, причем предполагается, что 

матрица ( )1

g
C k  имеет полный ранг (что не приво-

дит к потери общности) для всех рассматриваемых 
значений аргумента k, и, кроме того, выполняется 
требование полноты ранга блочной матрицы 

( )
( )

( )

1

1

1

   

H

k

Hg

g

C t

C k

C k

 
 = −−− 
  

. 

Если рассмотреть полный вектор непрерывных 

измерений ( ) ( ) ( ){ }1 2,  H H Hy t col y t y t= , то шум из-

мерения можно представить в виде составного век-

тора ( ) ( ){ }
1

2ν , νH

H H

m
t col O t=  с матрицей интенсив-

ностей вида 

( )
( )

1 1 1 2

2 1
22

|

|

|

H H H H

H H

m m m m

H

H

m m

O O

R t

O R t

 
 

= − − − − 
 
 

.                (10) 
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Матрица интенсивностей шума полного вектора 

дискретных измерений ( ) ( ) ( ){ }1 2,  
g g g

y k col y k y k=  

имеет следующий вид: 

( )
( )

1 21 1

12
22

|

|

|

g g H H

g H

m mm m

g

g

m m

O O

R k

O R k

 
 

= − − − − 
 
 

.               (11) 

В общем случае, когда матрицы интенсивно-
стей шумов R

H
(t), R

g
(k) имеют произвольную 

структуру, но являются вырожденными матрицами 

рангов m2
H, m2

g
 соответственно, всегда можно вы-

полнить преобразование исходных векторов изме-
рения и выделить подвекторы точных измерений. 

Задача оптимального непрерывно-дискретного 
оценивания состояния по точным и зашумленным 
измерениям формулируется следующим образом. 
Необходимо построить линейную несмещенную 
оценку x�(t) вектора состояния линейной непрерыв-
но-дискретной системы (1)–(3) в текущий момент 
времени t	∈ 	[t0, tf] по результатам его измерения 

(6)–(9) на интервале [t0, tf], оптимальную в смысле 

минимума критерия 

( ) ( )( ( )[ ) ,   0,
T

J E x t Q t x t Q t= >ɶ ɶ          (12) 

где x��t�	=	x��t�	– x�t� – ошибка оценки. 
Так как матрица интенсивностей шумов непре-

рывных измерений RH�t� является вырожденной, то 
использование алгоритма непрерывно-дискретного 
фильтра Калмана для решения рассмотренной зада-
чи невозможно. Рассматриваемая задача является 
задачей вырожденного непрерывно-дискретного 
оценивания. 

Полученная математическая модель является 
основой для дальнейшего решения задачи опти-
мального оценивания с вырожденной матрицей 
интенсивности шумов измерения с использовани-
ем принципа двойственности [16], который позво-
ляет при готовом решении задачи оптимального 
управления построить на его основе решение 
двойственной задачи оценивания.  

 

Задача оптимального детерминированного 
управления линейной нестационарной непре-
рывно-дискретной системой с вырожденным 
квадратическим критерием качества 

Двойственной задачей для задачи оптимального 
оценивания с вырожденной матрицей интенсивно-
стей шумов измерения является задача оптималь-
ного управления с вырожденным квадратическим 
функционалом (с вырожденной матрицей квадра-
тической формы при управлении в интегральном 
члене квадратического функционала). Данная за-
дача в классе непрерывно-дискретных систем яв-
ляется двойственной к указанной задаче оценива-
ния состояния линейной непрерывно-дискретной 
системы по точным и зашумленным измерениям.  

Рассмотрим постановку задачи линейно-квадра- 
тического детерминированного управления для 
класса непрерывно-дискретных систем.  

Пусть динамика непрерывно-дискретной систе- 
мы описывается уравнениями 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1,  ;
H H H

k kx t A t x t B t u t t t t += + < <ɺ   (13) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 ,  θ;
g g g

k k kx t A k x t B k u k t+ = − + ∈  (14) 

( )0 0 0, , ,fx t x t t t = ∈                    (15) 

где ( ) ,
HH mu t ∈R  ( )

gg mu k ∈R  – векторы непрерыв-

ных и дискретных управлений; множество момен-
тов времени θ определяется соотношением (4). Ре-
шением рассматриваемой системы является вектор-
ная функция аргумента t, непрерывно-диффере- 
нцируемая и удовлетворяющая на интервалах 
(tk,	tk+1) дифференциальному уравнению (13) и пре-
терпевающая скачки в моменты tk	∈ 	θ, удовлетво-
ряющие уравнению (14). 

Задача оптимального управления может быть 
сформулирована следующим образом. Требуется 
найти управления uH(t), ug(k) из класса кусочно-
непрерывных и кусочно-постоянных функций, до-
ставляющие минимум квадратическому функциона-
лу, определенному на решениях системы (13)–(15), 
следующего вида: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ))(

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ) ( ))

0

1

2

0 0 2 0 ( ) ,

f

f

t

TT T H T H H H H H

f f f

t

t

T g T g g g T g g

k k k

k

J x t Q x t x t Q t x t x t S t u t u t R t u t dt

x t Q k x t x t S k u k u k R k u k

  

=

= + + + +

+ − − + − +

∫

∑
          

 (16) 

где Q
f
, QH(t), Qg(k) – заданные симметрические 

неотрицательно определенные матрицы соответст- 

вующих размерностей; RH(t),  Rg(t) – симметри- 

ческие положительно определенные матрицы, SH(t), 
Sg(k) – матрицы соответствующих размерностей, 
удовлетворяющие условиям неотрицательности фун- 

кционала для любых x, u
H
, u

g
. 

Оптимальные управления uH(t), ug(k) в рассмат-
риваемой задаче определяются методом динамиче-
ского программирования в рамках задачи линейно-
квадратичного оптимального управления следую-
щими соотношениями: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1

1,  ;
T TH H H H

k ku t R t B t P t S t x t t t t
−

+= − + < <

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

#

( ) 0 ( ( )

) 0 0 ,  θ,

g g g T g g T

k

g T g

k k k

u k R k B k P t B k S k

B k P t A k x t t

= − + − +

+ + − ∈
 

отражающими закон управления в виде обратной 
связи (здесь и ниже # означает операцию псевдооб-
ращения матрицы), где матрица P(t) удовлетворяет 

матричному непрерывно-дискретному уравнению 
Риккати 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )(

( ) ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1 1

1

1

( )

( ) ,  ;

TH H H H H

TTH H H H H H T

H H H H T

k k

P t P t A t B t R t S t A t

B t R t S t P t P t B t R t B t P t

Q t S t R t S t t t t

−

− −

−

+

− = − + −

− − +

+ − < <

ɺ

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )#

0 ( ) 0 0 (

0 )  (  0 ) ,    θ 

Tg T g g g g g g

k k k

Tg g g g T

k k k

P t A k P t A k Q k S k A k P t B k R k

B k P t B k S k P t B k t

− = + + − + + +

+ + ⋅ + ∈
           (17) 

P(tf)	=	Qf
	.                                                                            (18) 

В практике проектирования оптимальных систем 
управления большое внимание уделяется задачам, 
которые получили название вырожденных, или за-
дач с особыми или сингулярными управлениями.  
В линейно-квадратической задаче такая ситуация 
возникает, если вырожденной является весовая мат-
рица для управления в интегральном члене квадра-
тического функционала качества. С практической 
точки зрения вырожденная постановка в линейно-
квадратической задаче означает, что все или некото-
рые компоненты вектора управления могут прини-
мать произвольно большие значения, не оказывая 
при этом влияния на значение функционала. Поста-
новка, близкая к вырожденной, возникает, когда ве-
личины некоторых сигналов не сказываются суще-
ственно на стоимости общих затрат на управление 
по сравнению с другими. Линейно-квадратические 
задачи с вырожденной матрицей квадратической 
формы при управлении возникают при построении 
следящих систем высокой точности.  

Сформулируем вырожденную задачу опти-
мального управления линейной детерминирован-
ной непрерывно-дискретной системой с квадрати-
ческим критерием качества. 

Предположим, что на интервалах непрерывно-

сти tk	<	t	<	tk+1 динамика системы описывается 
дифференциальным уравнением вида 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s s

H H H H H

N Nx t A t x t B t u t B t u t= + +ɺ , (19) 

где ( ) ( ) ( ){ }s ,H H H

Nu t col u t u t=  – полный вектор 

управления; ( ) 1

s

HmHu t ∈R  – сингулярный подвек-

тор управления; ( ) 2  
HmH

Nu t ∈R  – несингулярный 

подвектор управления; AH(t) – непрерывно-диффе- 

ренцируемая матричная функция; Bs
H(t), BN

H(t) – 

известные матричные функции, причем Bs
H(t) два-

жды непрерывно-дифференцируема и имеет пол-

ный ранг на всем интервале [t0,	tf]. В дискретные 

моменты tk	∈ 	θ состояние претерпевает скачок  
в соответствии с уравнением (14). Необходимо 

определить оптимальные управления us
H(t), uN

H(t), 

ug(k), доставляющие минимум квадратическому 
функционалу, определенному на решениях систе-
мы (17), (19) и условием (18) вида 

( )

( )

0

1

( ( ) ( ) ( )

0) ( 0)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ( ) ( ) ( )2 (0 .)) ( )

f

f

t

T T H H T H H

f N N N

t

t

T g T g g g T g g

k k

f

k

k

f
J x Q x x Q x t u t R t u dt

x t Q x t x

t t t t t

k k k k kS u u R u kt

  

=

= + + +

+ − − + − +

∫

∑
                      

 (20) 

Подвектор us
H(t) управления uH(t) не входит  

в функционал, и, следовательно, представленный 
функционал соответствует функционалу относи-

тельно uH(t) с вырожденной матричной квадрати-
ческой формой следующего вида: 

RH(t)	= �Om1
Hm

1

H O
m1

Hm
2

H

O
m2

Hm
1

H RN
H(t)

�. 
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Вектор-функции uN
H(t) ищется в классе кусочно-

непрерывных функций, а us
H(t) – в классе обобщен-

ных функций. Использованное в (20) разбиение 

вектора управления на сингулярный us
H(t) и несин-

гулярный uN
H(t) подвекторы может быть выполнено 

с помощью преобразования в пространстве управ-
лений, т. к. для любой неоптимально определенной 

симметрической матрицы RH(t) ранга m2
H суще-

ствует ортогональная матрица T(t), такая, что 

T(t)RH(t)T(t)
T
, имеет представленную выше блоч-

ную структуру и, определяя новый вектор управ-

ления в виде T(t)
T
uH(t), можно выполнить соответ-

ствующее разбиение на подвекторы. Остальные 
матрицы квадратических форм определяются так 
же, как в невырожденной задаче.  

Задачи линейной оптимальной фильтрации и  ли- 
нейного оптимального детерминированного управ-
ления с квадратичным критерием качества связаны 
соотношением двойственности. Двойственной к за-
даче оценивания по совокупности точных и зашум-
ленных измерений является задача детерминирован-

ного управления линейной системой с квадратичным 
критерием качества, содержащим квадратическую 
форму относительно некоторого подвектора управ-
лений. Пусть непрерывно-дискретная система опти-
мизации определяется уравнениями 

( ) ( ) ( ) ( ) 1,  ;
H H

k kx t A t x t w t t t t += + < <ɺ  

( ) ( ) ( ) ( )0 0 ,   Θ;
g g

k k kx t A k x t w k t+ = − + ∈  

( )0 0 00 ,  , fx t x t t t − = ∈   , 

где все элементы описаны выше. Определим кри-

терий качества оценки x̂(t) вектора состояния  
в виде 

( ) ( ) ( ) ( )2 ˆ[ ] ,  
T

J M a x t x t x t x t= = −ɶ ɶ ,        (21) 

где a – произвольный мерный вектор. Общая фор-
ма линейной оценки имеет вид 

( )
[ ]

0

0 1 1 2 2

1

ˆ ( (τ) τ) τ) τ)( τ () ( ) ( ( ( ( ))

t t

T T H T H H H g T g

kt

a x b x u y u y dt ku yt k
=

= − + −∑∫ , 

где весовые коэффициенты u1
H(τ), u2

H(τ), ug(k) как 
функции времени должны быть выбраны таким 
образом, чтобы оценка x̂(t) была несмещенной  
и доставляла минимум функционалу. 

Для линейных непрерывно-дискретных опера-
торов можно определить характеристическое тож-

дество [11] с вспомогательным вектором ξ n∈R :  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
[ ]

( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

*

* 0 0

1

ξ τ τ ξ τ τ τ

ξ 0 0,  0 ξ 0, 0 0 ξ ξ ,

t

T H H T

t

t

T g g T T T

k k k k k k

k

A x A x d

t A x t t A t t x t t x t t x t
=

− +

+ + + − − − + − = −

∫

∑
 

где (AHx)(τ), (Agx)(tk	+	0,	tk	–	0)  –  операторы  исход- 
 

ной системы, определяющиеся соотношениями 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1τ  τ τ τ τ ,  τ ;H H H

k kA x x A x w t t += − = < <ɺ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, 0  0 0 ,  Θ,
g g g

k k k k kA x t t x t A k x t w k t+ − = + − − = ∈
 

а ( ) ( )* ξ τH TA , ( ) ( )* ξ 0, 0g T

k kA t t− +  – соответствую- щие сопряженные операторы вида 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
* 1

*

ξ τ ξ τ ξ τ τ ,  τ

ξ

;

0, 0 ξ 0 ξ 0 ,  Θ.

H T T T H

k k

g T T g

k k k k k

A A t t

A t t t t A k t

+= − − < <

− + = − − + ∈

ɺ

 

Воспользуемся предоставленным тождеством 
для определения уравнений сопряженной системы. 

Определим сопряженную систему следующими 
уравнениями 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 2 2
ξ ξ ( ) ( ) ;HT H T H H T Ht A t t C t u t C t u t= − − −ɺ  

( ) ( ) ( )ξ 0 ( ) ξ 0 ( ) ( )
Q T Q T Q T Q

k kt A k t A k C k u k− = + +  
 

с граничным условием ξ(t)	=	a. 

Учитывая  определение  сопряженной  системы  

и центрирование случайных шумов, получаем вы- 

ражение для критерия (21) в виде 
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( ) ( ) ( )
[ ]

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0 2 22 2

1

ξ ξ ξ ξ τ (ξ 0 ξ 0

2ξ 0 ( .

T

t t

T T H H H T g
k k

kt

T TT g g g g g g g g g
k

J t t Q u R u d t Q k t

t Q k C k u k u k C k Q k C k R k u k

=

= Σ + + + + + +

+ + + +

∑∫
  

 

Таким образом, векторные функции u1
H(τ), u2

H(τ), 
ug(k) являются управляющими для сопряженной 
системы и должны быть выбраны так, чтобы 
функционал (21), определенный на ее решениях, 
принимал минимальное значение. 

 
Модель движения АНПА с вырожденными 

матрицами шумов 
Рассмотрим пример, который демонстрирует 

применение теории вырожденного непрерывно-
дискретного оценивания к навигационной системе 
АНПА. Ключевая особенность состоит в использо-
вании высокоточных непрерывных и дискретных 
измерений (ССН, гидроакустика) в сочетании с точ-
ными каналами ИНС, что приводит к вырожденным 
матрицам интенсивностей шумов. Использование 
принципа двойственности позволяет свести задачу 
оценивания к задаче оптимального управления  
с вырожденным функционалом, для которого при-
менимы стандартные методы синтеза оптимального 
наблюдателя с пониженным порядком динамиче-
ской части оценщика, что потенциально сокращает 
вычислительные затраты на реализацию алгоритма. 

Рассматривается движение АНПА в горизон-
тальной плоскости вдоль оси x. К АНПА прилага-
ется управляющее воздействие, создающее силу 
тяги F, а за счет воды на корпус действует сила 

сопротивления Fc	=	α�t�v�t�, что дает дифференци-
альное уравнение 

( )  cMx t F F= −ɺɺ ,                         (22) 

где M – приведенная масса АНПА, α(t) > 0 модели-
рует неизвестные компоненты гидродинамическо-
го сопротивления аппарата и может изменяться во 
времени вследствие изменения глубины, режима 
движения и внешних условий. Формуле (22) соот-
ветствует система  

( ) ( )

( ) ( ) ( )

,

1 1
α ,

x t v t

v t t v t F
M M

=



= − +

ɺ

ɺ

          (23) 

где x(t) – координата аппарата; v(t) – продольная 
скорость. 

При переходе от (22) и (23) к уравнению вида (1), 
для описания непрерывной динамики между дис-
кретными моментами tk, состояние описывается 
вектором x(t) = col{x(t), v(t)}, а матрицы системы  
и  управления  определяются,  соответственно,  как 

( )
0 1 0

;  
0 α / 1 /

H HA B
t M M

   
= =   −   

, 

и, таким образом, рассматриваемая модель пред-
ставляет собой линейную нестационарную систе-
му, что согласуется с общей постановкой задачи 
оптимального оценивания. Поэтому при рассмот-

рении данного примера в уравнении (1) uH(t) – 

продольная тяга, wH(t) – возмущения (волновые  

и модельные ошибки). В дискретные моменты tk 
учитывается коррекция состояния, например рез-
кий маневр или импульсное управление балластом, 
по формуле (2), где для маневров «рысканье–под- 
руливание» 

( ) ( )2

0
;  

∆

g g

k

A k I B k
v

 
= =  

 
. 

Начальное состояние задается по формуле (3) 

( ) { }0 0 0 00 ,x t x col x v− = = , 

где x0, v0 определяются результатами предвари-
тельной калибровки навигации АНПА. 

Предполагается, что непрерывные измерения 
формируются с помощью ИНС и датчиком скоро-
сти, а дискретные – во время всплытия от ССН. 
Полные непрерывные и дискретные измерения 
описываются уравнениями (5). 

Согласно (6) и (7) разобьем непрерывные изме-
рения на две группы. Предположим, что угол курса, 
определенный высокоточным гироскопом, перене-
сен в состояние таким образом, что один из выходов 
ИНС можно считать практически без шума (напри-
мер, виртуальный «точный» канал положения вдоль 
траектории после внутренней фильтрации). 

Согласно (6) точный канал непрерывных изме-
рений вдоль пути 

( ) ( )1 1 1

1

0
,   

H H H
y t C x t C

 
= =  

 
. 

Зашумленный канал непрерывных измерений, 
согласно (7): 

( ) ( ) ( )2 2 2 2

0

1
ν ,   

H H H H
y t C x t t C

 
= + =  

 
, 

это оценка скорости по доплеровскому лагу, ν2
H(t) – 

белый шум с матрицей интенсивностей R22
H 	>	0. 
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Дискретные измерения АНПА включают ССН 
при всплытии или гидроакустический маяк соглас-
но (8) и (9). 

Согласно (8) точный канал дискретных измерений 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1

1

0
0 ,  

g g g

ky k C k x t C k
 

= + =  
 

, 

это практически точное измерение координаты при 
выходе антенны на поверхность. 

Зашумленный канал дискретных измерений  
(по (9)): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

0

1
0 ν ,  

g g g g

ky k C k x t k C k
 

= + + =  
 

, 

это зашумленное измерение скорости по гидроаку-

стическому доплеру, ν2

g
(k) – белый шум с невыро-

жденной матрицей R22

g
(k). 

Матрица интенсивностей шума полного векто-
ра непрерывных и дискретных измерений (10), (11) 
являются вырожденными, имея нулевые подблоки, 
соответствующие точным каналам измерений. 

Как отмечалось выше, задача вырожденного 
непрерывно-дискретного оценивания состояния 
АНПА формулируется как задача построения ли-

нейной несмещенной оценки x̂(t) вектора состоя-
ния по всем доступным измерениям (6)–(9) на ин-

тервале [t0,	tf] с минимизацией функционала (12): 

( ) ( ) ( ) ( ),  0TJ E t Q t x tx Q t = > ɶ ɶ . 

Для АНПА удобно выбирать матрицу Q(t) так, 
чтобы сильнее штрафовать ошибки по координате, 
а не по скорости, например 

( ) { }, , x v x vQ t diag q q q q= ≫  

соответствует более жестким требованиям к от-
клонению от заданной траектории. 

Построенный вырожденный непрерывно-диск- 
ретный наблюдатель АНПА обеспечивает минимум 
средней квадратической ошибки навигации при 
учете точных и зашумленных каналов измерений. 

Двойственной к описанной задаче оценивания 
для АНПА является задача оптимального детерми-
нированного управления с квадратическим крите-
рием, определенным формулами (13)–(16). Дина-
мика системы управления АНПА описывается 

уравнениями (13) и (14). Вектор управляющих воз-

действий ( ) ( ) ( ){ },H H H

s Nu t col u t u t=  разбивается на 

сингулярную us
H(t) и несингулярную uN

H(t) части 
согласно формуле (19). Квадратический функцио-
нал для задачи управления АНПА определен фор-

мулой (20). При этом подвектор us
H(t) управления 

не входит в функционал, что соответствует вы-
рожденной матричной квадратической форме 

RH�t�. На практике для АНПА это означает, что 
некоторые управляющие воздействия (например, 
мелкие коррекции курса) практически не ограни-
чены по энергозатратам по сравнению с основным 
движителем. 

 

Заключение 
В статье рассмотрена задача оптимального вы-

рожденного непрерывно-дискретного оценивания 
состояния линейной системы управления АНПА 
при наличии совокупности точных и зашумленных 
измерений. Показано, что в практических навигаци-
онных системах АНПА вырожденность матрицы 
интенсивностей шумов измерений возникает есте-
ственным образом, когда часть измерительных ка-
налов обладает более высокой точностью по срав-
нению с остальными, что позволяет пренебречь 
шумами в соответствующих измерениях. Сформу-
лирована математическая постановка задачи вы-
рожденного непрерывно-дискретного оценивания. 
На основе применения принципа двойственности 
получена математическая модель оптимального 
наблюдателя, характеризующаяся уменьшением по- 
рядка динамической части оценщика по сравнению 
с исходной системой. 

Разработанная модель позволяет корректно учи-
тывать комбинированную навигационную инфор-
мацию от непрерывных и дискретных источников. 
Для разработанной модели горизонтального движе-
ния АНПА рассмотрен пример. 

Полученные результаты могут быть использова-
ны при проектировании навигационно-управляю- 
щих систем АНПА, функционирующих в условиях 
прерывистой доступности внешних навигационных 
средств. В дальнейшем планируется развитие полу-
ченных результатов в направлении синтеза алго-
ритмов оптимального вырожденного оценивания 
для нелинейных моделей движения АНПА. 
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